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1.

Enige ongelijkheden in een driehoek.

Een driehoek is door drie gegevens bepaald en dus in het algemeen
ook door de straal R van de omgeschreven cirkel, de straal r van de
ingeschreven cirkel en de omtrek 2s. Het is wel duidelijk dat niet
elk drietal positieve getallen T, r en s een (re&le) driechoek zal
opleveren. Wij weten al twee eeuwen dat in elke driehoek geldt

R > 2r. Verder zal bij geschikte R en r (waardoor zoals bekend is
ook de afstand van de middelpunten der betrokken cirkels vast ligt)
voor s een boven~ en een ondergrens bepaald zijn. WiJj trachten een
noodzakelijke en voldoende voorwaarde af te leiden waar R, r en s

aan moeten voldoen opdat de driehoek bestaat.

De grootheden R, r en s zijn symmetrische functies van de zijden a,

b en ¢ van de driehoek. Omgekeerd gaat men gemakkelijk na dat de

drie elementaire symmetrische veeltermen atb+c, be+catab en abe in

R, r en s kunnen worden uitgedrukt. Men kan dus een vergelijking van
de derde graad opstellen met van R, r én s afhankelijke coé&fficiénten,
waarvan a, b, ¢, de wortels zijn. De voorwaarde luidt dan dat deze
vergelijking drie positieve wortels heeft, waarvan elke kleiner is
dan de som der beide andere. Daar de laatste restrictie de berekening
moeizaam maakt kan men beter een vergelijking opstellen met

u, = -atbtc, u, = a~btc en ug = atb-c tot wortels. De enige conditie
is dan dat deze wortels positief zijn; immers dan is Pa = u2+u3 >0,
2b > 0, 2¢c > 0, terwijl aan de driehoeksongelijkheid zonder meer is

voldaan.

Dit programme uitvoerend heeft men dadelijk

u, + u, + ug = 2s (3.1)

Is F de oppervlakte van de driehoek dan igs F = rs, 4FR = abe,
2 _
8F° = SU UyUL, zodat

u,uu, = 8sr2

1Yol (3.2)

Minder eenvoudig schijnt de berekening van de overgebleven co&fficiént

té moeten verlopen. Zijn Too Tpo Ty de stralen der aangeschreven



cirkels dan is r, = F/(s-a), enz., waaruit volgt

ra+rb+rc-r=1¥R (3.3)

Nu is r = (s=b)tg 28, r, = (s-c)cot 28 en dus rr, = (s=b)(s=c),

en bij gevolg

(s=b)(s=c) + (s=c)(s=a) + (s=a)(s-Db)
o (3.4)

be + ca + ab = s,

r{L4R+r)

zodat

{82-(b=c)2} + {b°=(c=a)?} + {c®=(a=b)°}

u2u3 + 'I.J.3'Ul.1 + u1u2

= -(a2+b2+c2) + 2(bec+catab)
5 (3.5)
= =(at+b+e)” + L(bec+catab)
= Lhr(L4R+r)
De gevraagde vergelijking luidt dus
w - 28u® + br(UR+r)u - 8sr® = 0 (3.6)

Men vindt haar b.v. bij A. Laisant, Géométrie du triangle, (Paris

1896), p.112. Daar geen wortel negatief kan zijn luidt de (enige)

voorwaarde voor R,r en s: de wortels van (3.6) zijn reéel.

Door de substitutie u = 2v + 25 gaat (3.6) over in een vergelijking

3

waarin de tweede term ontbreekt:

3
waarbij
p = % (12Rr+3ro-s®), q = E% s(18Rr-9r°-s°) (3.8)

De vergelijking (3.7) heeft re&le wortels als hp3 + 27q < O.

Daaruit volgt de conditie voor R, r en s:

“ 2 2
)3

(12Rr+3r =-s + 52(18Rr-9r2—32)2 <0 (3.9)



Werkt men haar uit, dan vallen de termen s6 en Rrsh weg. Het linker-

1id bevat de factor 27r2 en de noodzakelijke en voldoende voorwaarde

waaraan de positieve getallen R, r en s moeten voldoen opdat de

driehoek bestaat,

(r2+s2)2 + 12RrS - CORrs® + B8R - URZs® + GUROT <0 (3.10)
Om een indruk te krijgen van de verzameling der getallen-tripels

R, r, s, die aan 3.10 voldoen, merken wij op dat het linkerlid een
uiteraard homogene veelterm is, zodat het alleen op de onderlinge
verhoudingen van R, r en s aankomt. Wij voeren de uitdrukkingen

X = % eny = % in en interpreteren x en y als rechthoekige codrdinaten
in een beeldvlak OXY. De ongelijkheid wordt dan

k = (x2+y2)2 + 12%° - 20xy2 + 48" - hye + 6hx < 0 (L.1)

en de gevraagde verzameling is dus die der punten (x1y) uit het eerste
kwadrant, die aan (4.1) voldoen. Zij bestaat uit de punten Op de
kromme K met vergelijking k = O én de punten aan een nader te bepalen
kant van K, terwijl de punten aan de andere kant niet met een drie-
hoek corrsponderen. De gedaante van K en haar ligging in het OXY-vlak
zullen nader moeten worden bepaald. Uit (4.1) blijkt dat X een Kromme

van de vierde graad 1s. Zij ligt in een begrensd deel van het vlak

want haar snijpunten met de oneigenlijke rechte 1 zijn imaginair

(K raskt aan 1 in de isotrope punten). Verder gaat K door de oorsprong
0; zij is symmetrisch t.o.v. de X-as.

Een nadere discussie zou zich kunnen richten op een onderzoek naar
eventuele dubbelpunten van K, terwijl voor een schets van haar ge-
daante dankbaar de omstandiheid gebruikt kan worden dat k = 0 een
vierkantsvergelijking in y2 is. Wij zien van een discussie van (L4.1)
af omdat langs een andere weg eenvoudiger uitsluitsel kan worden ver-

kregen.

Als in 3.9 het gelijkteken geldt dan is hp3 + 27q2 = 0 en de kubische
vergelijking (3.6) heeft twee gelijke wortels, waaruit volgt dat de

8riehoek gelijkbenig is. De conclusie luidt: punten die in het beeld-



vlak op K liggen corresponderen met gelijkbenige driehoeken.‘Als in
driehoek ABC geldt AC = BC = a, AB = ¢, BAC = ¢, dan is ¢ = 2a cos ¢,
hc =g -'gin ¢, F = a2 sin ¢ cos ¢, s = a(l+cos ¢),

r = a sin ¢ cos ¢/(1+cos ¢), R

a/2 sin ¢ en dus

X =2 cos ¢ (1-cos $)s ¥y =2 sin ¢ (1+cos ¢) (5.1)

en daarmee hebben wij voor K een voorstelling verkregen waarbij de
codrdinaten van haar punten functies zijn van de parameter ¢.

Door eliminatie van ¢ uit (5.1) zal men de vergelijking k = 0 uit
(k.1) terugvinden. De gehele kromme wordt afgebeeld op 0 < ¢ < 2m,
voor punten van K die met driehoeken corresponderen geldt O < ¢ < %
en dus in (5.1) inderdaad x > 0, y > 0.

Voor tgi¢ = t gaat (5.1) over in

o __8t

K is dus een rationale kromme van de vierde graad. Zo'n kromme heeft
altijk drie dubbelpunten. Een eenvoudige berekening leert dat aan

%% = %% = 0 voldaan wordt door de parameterwaarden t1 =-% /§ en

t, = - 3 3. Zij wijzen keerpunten aan en wel de punten
= (L3 = .3
Ay=(3,5 B enh, = (3,-3).

Het derde dubbelpunt moet wegens de symmetrie op de x—-as liggen; de
vergelijking y = 0 heeft de wortel t = 0 en de drievoudige wortel

t = ». Met de laatste correspondeert dus opnieuw een keerpunt en wel

A3 = (=4,0). K is een kromme van de vierde graad met drie keerpunten.
Bovendien is A2A3 = A3A1 = A1A2 = 3 ¥3; de keerpunten zijn de hoek-
punten van een gelijkzijdige driehoek. De slotconclusie luidt:

K is de hypocycloide van Steiner. Deze ontstaat zoals bekend als baan

van een punt van een cirkel (bij ons met straal 1) indien deze rolt
binnen een cirkel met een straal die drie maal zo groot isy zij is
ock bekend als de omhullende van de Simson Wallace rechten van een

willekeurige driehoek.



fig. 1

K is in fig. 1 geschetst; haar middelpunt is M = (=~1,0), door M gaan
de drie keerrasklijnen. Alleen het stuk OA1D (0 <t < 1) is voor ons
van betekenis. Met A1 correspondeert de gelijkzijdige driehoek

(% = % > g = % V3), voor de eindpunten O en D = (0,2) is de driehoek
ontaard. De punten tussen A1 en 0 (resp. tussen A1 en D) zijn beeld-
punten van gelijkbenige driehoeken met een tophoek groter (resp. kleiner)
i
3
de hypocycloide. Daaruit volgt tenslotte dat d& Verzameling der getallen=-

dan — . De ongelijkheden 3.9 resp. 4.1 gelden voor punten op of binnen

tripels R, r, s afgebeeld wordt op het gebied G begrensd door de bogen

A1O en A1D en door de lijn OD. Uit de geschetste situatie volgen gemak=

kelijk enige lineaire ongelijkheden voor R, r en s. Daar A1 het meest

rechtse punt van G is heeft men voor elk beeldpunt x j_l dus is

) 3
R > 2r, de klassieke betrekking van Euler. Daar A1 het hoogste punt van

G is geldt y 5_% V3 of wel s i;g /3 R, G ligt geheel boven of op de
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rechte OA1 met de vergelijking y = 3 /3 x, waaruit volgt s 343,V§f,
evenals de vorige een bekende ongelijkheid. Tenslotte volgt uit het feit
dat G zich niet boven DA,, met de vergelijking (3/§;h)x-y+2 = 0 uit~-
strekt dat s < (3/3-4)r+2R, een betrekking die enige jaren geleden door
W.J. Blundon werd afgeleid [Canad. Math. Bull. 8 (1965), 615-626; Amer.
Math. Monthly 73 (1966), Problem E 1935, 11221.

Zoals men weet is in een scherphoekige, een rechthoekige en een stomp-
hoekige driehoek s-z-2R resp. positief, nul en negatief. Daaruit volgt
det door D de rechte x-y+2 = 0 gaat die in G de beeldpunten van scherp=-
hoekige en van stomphoekige driehoeken scheidt; het punt E(/§;1,/§41)

correspondeert met de rechthoekige gelijkbenige driehoek.



